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1. PRODUCTO CARTESIANO DE DOS CONJUNTOS. CONJUNTO PRODUCTO

Sean A, B dos conjuntos. Se llama producto cartesiano de A por B al conjunto formado
por todas las parejas posibles que podemos formar tomando un elemento de A y otro de B.
AxB = {(a,b)/a eAbe B}
Un par son dos numeros dados en un orden.
Por ejemplo, vamos a construir el A x B donde A = {1, 2, 3} yB = {a, b}
Esto me daria: A x B = {(1, a); (1, b); (2, a); (2, b); (3, a); (3, b)}
Admite una representacion grafica:
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El plano geométrico precisamente es R x R. Que abreviadamente escribimos R2.
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Observar cémo el orden de los nlimeros es importante pues me daria puntos diferentes.

2. NUMEROS IMAGINARIOS

La aritmética y la geometria podriamos decir que han sido la fuente progresiva de los
nimeros N, Z, Q y R.
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Con -los nimeros racionales hubo un momento en que se pensd que ya se habian
descubierto todos los nimeros y, por lo tanto, que se podia medir cualquier cantidad. Pero se
vio que existian otros numeros ‘irracionales’. No obstante, parece que los nimeros reales
agotaban todas las posibilidades puesto que llenamos la recta.

Poner en la pizarra dos partes: algebraica con la ecuacion de abajo, geométrica
partiendo del eje real. Después ampliar segin se deduce. Comentar el tema de las conjugadas
que salen siempre como solucion.

Por ejemplo, veamos las soluciones de la ecuacidon: x*—6x+13=0. Otro ejemplo
posible es x> -4x+29=0

Fue el matematico italiano Bombelli (1526-1573) empezo a trabajar con J-1 como si
fuera un numero mas. Pero no fueron aceptados por los matematicos como “reales”, ni
tampoco se les encontrd una utilidad.

Porque cualquier otra raiz negativa sera un factor de ella.

Por ejemplo, v—36 =,/36:(~1) = 6v—1

Euler en 1777 le puso el nombre de nimero imaginario y le asignd la letra i= SRt para
abreviar.

La primera parte se llama real y la segunda parte imaginaria. A estos numeros se les
llama nimeros complejos y se representan por la letra C.

Y Gauss (1777-1855) el que les asocido una imagen geométrica que les convertia en
numeros “planos”.

Parte

imaginaria 3 T 2+3i

Parte
real

Sefiala en el grafico anterior-el afijo (punto) de los siguientes nimeros complejos: 1+2i;
2=k 32

3. NUMEROS COMPLEJOS

Se llama numero complejo a cualquier del tipo a + bi donde a, b € R, con i = —1.
Ejemplos:
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(3, 5)

3 + 5i

2+3i=2+3J-1;1-i=.;5i=.;7
Se designan con la letra C:

C={a+bi/a,beR}
a: parte real.
b: parte imaginaria.
Su representacion grafica ya la conocemos.
Asi-ampliamos los conjuntos numéricos:

NcZcQcRcC

—a — bi es el opuesto de a + bi
a — bi es el conjugado de a + bi

Se llama numero imaginario puro al nimero complejo cuya parte imaginaria no es nula.
P. ejemplo: 5i
Se llama forma cartesiana de un nimero complejo a la expresion (a, b). Por ejemplo:

Se llama forma binémica de un ndmero complejo a la expresion a + bi. P. ejemplo:

\ 4. OPERACIONES

La operatividad que elegimos es la: propia de los nimeros tan soélo teniendo en cuenta
que i’=—1. Tienen las mismas propiedades operativas que los nimeros reales: neutro, opuesto,
asociativa...

o (2+5i)+(7+i)=
o (24+50)—(7+i)=

o (245i):(7+i)=

e Un numero por su conjugado siempre queda ndmero real.

(2+5i)"(2-5i)=

o Esto se aprovecha para dividir dos nUmeros complejos:

2+5/
7+7

Propiedades operativas. Se puede omitir.

¢ La suma de nimeros complejos es asociativa y conmutativa.

o El 0 es el elemento neutro de la suma.

» Todo nimero complejo tiene su opuesto. El opuesto de a+bi es —a—bi

» La multiplicacion de nimeros complejos es asociativa y conmutativa.

e El 1 es el elemento neutro del producto.

 Todos los nimeros complejos, salvo el 0, tienen un inverso. Y- el inverso es

a+bi
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o Ademas la multiplicacion es distributiva respecto de la suma.

FORMA POLAR
Se llaman coordenadas polares de un punto P del plano a la pareja formada por los

valores:
 Distancia del punto al origen de coordenadas O: r
o Angulo que forma la semirrecta OP con OX; c.

Y O
0
Y 1
2 3
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~60° X
0 Q ; : L :
-3 12 -1 0 1 2
-1t
=2

P(r, o):
r: distancia al origen.
o angulo que forma.
O polo.
OX eje polar.
Escribiremos asi z € C; z = r.. Se llama:
r: modulo del nimero complejo.
a: argumento del nGmero complejo.

De los afijos que hay en el dibujo dar su valor en polares y en cartesianas.

Se puede empezar, antes de ver las formulas, pidiendo las coordenadas polares de
(1, NG ), haciendo el dibujo correspondiente. Lo mismo para el complejo 3s00 pidiendo sus
coordenadas cartesianas.

CAMBIO DE COORDENADAS
Es facil el paso de unas coordenadas a otras:
Polares r, — Cartesianas (a,b):
a=rcosa
{b =rsena
Polares r. — Bindmica a + bi:
rcosa+rsenai =r(Cosa +/sena)

Esta es la forma trigonométrica.
Los complejos de la forma cos o + /7 sena son de modulo 1.

Cartesianas (a, b) — Polares r, :
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b
a = arctg—
a

Pasar a cartesianas los puntos P(1,90°); P(2,300)...
Y pasar a polares P(0,1), P(1,1); P(—1,0); P(-1,-1).

Pasar a cartesianas:

522503 400; 32700

Pasar a polares:

2+ 2434;0; -2

Multiplicar por i equivale a girar 90°. Facilmente se comprende al hacerlo en polares.

l 5. OPERACIONES EN FORMA POLAR

La suma y resta quedan muy complicadas. Siempre en forma bindmica.

PRODUCTO, POTENCIA Y DIVISION: DEMOSTRACION OPTATIVA Y FINAL.

r,'R, =r(cosa +/sena)-R(cos f +isenp)=r-R(cos(a+ pB)+isen(a+B))=r-R, .,

(r,) =r"m
(7
R, R)uy
rf’ = r'(COSa'+ /5en a), = Q(cos(a —a')+isen(a-a'))= L,
r', r'(cosa'+isena') r r'ea
RADICACION

Y (/=i
ro="R, S
a=p+k-360
Por ejemplo, 3120 = 3-240 = 3480
Asi un mismo nimero admite infinitos argumentos aunque un solo moédulo.

Empezar poniendo:

(L, )3 =1, =1 1,
(1120 )3 = 1360 =1 Q/I = 1120
(1240 )3 3 1720 =1 1240

r"=R->r=%4YR

Q/Ez/’q—)(ra)n:r”m:/?ﬂe na:ﬂ+k.360_>a:w:ﬁ+k,@
n n n

k=0,1,..,n-1
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Ejemplo
Hacer 3/8,,, Y luego la comprobacion y algtn dibujo.

Resolver la ecuacién z3+64 =0
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS
1 NUMEROS IMAGINARIOS
2, NUMEROS COMPLEJOS

3. OPERACIONES

e ae 5 { 25i21(1—7i)
1. Halla en forma binomica y representa la solucion obtenida: #
+ 71
SOL: 25t (1-71) - 251 (1-7i) ; 5 (1-11)° : 25i (149" ~14i) p 251 (1 49 — 14 ) - 25i (48 - 14i)
147i 147 C1+7i)C-71) 12900 1+ 49 50
i(-48-14i) -48i-14i° -48i+14 14-48i 14 48i =
2 2 2 2 2 2
2. Calcula y representa la solucion obtenida:
i*(5-1)
—1+7
Solucion:
i°(5-7) 1(5=7) <5+i (B+0)(-1-7) 5+5/—i—/> 5+5i—i+1 6+4i byt
—1+7 =1+7 e B0 e o 3 [ B R 1-72 1+1 2 2 2
Representacion grafica:
Y
i 3420
X
2 4
i L , L 6iT(1-i)
3. Efectua en forma bindmica y representa graficamente la solucion: 3—
-1
Solucion:
5i%(15i) 5(z1)(1=i) ~5+5i (=5+5i)(3+i) —15-5i 151 +5i%> = —15-5i +15i -5
3-i S 3-i (3=i)(3+i) 9-i?
-20+10i -20 10i A
e At |
10 10 10
Representacion grafica:
Y
i
+24i1
X
2 —1
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4. OPERACIONES EN FORMA POLAR

4. Halla los nimeros complejos, z que cumplen la siguiente igualdad: z°+64=0

= 21 3 83 a8
SOL:Z +64=0 —»> z°=-64 —> z_\/—64_34/641800

e 4180°+360°k = 460°+120°k ! k= 0,12
3
Las tres raices son:

o=z % 4 Sar s Sl
60 180 300

5. Halla todas las soluciones de la ecuacion y represéntalas: 2z°+2=0
soL: 22°+2=0 = 27°=-—2 » z°=-1

z=8-1=2f1__ =1w i A CH R e

Las seis soluciones son:
AR S ot ETER M B e i o

30 90 150° 210°

6.  Calcula z°, sabiendo que z=1+.[3i.

Solucion:
Expresamos z en forma polar:
Y
2i
\E Ll BT 1331

X

1 2
2= 22+ (J3f = /T8 = =2
J3

3
tga=-" =./3 — =60 (pues esta en el 1 cuadrante)

Por tanto:
- L : e :
2° =(2, )2 =256, =256 =256(cos120° +isen120")= 256[2+|2 —-128+128.[3i

Es decir:
8 .
2® =256, =-128+128,/3i

7. Halla un nimero complejo, z, sabiendo que una de sus raices quintas es 2 — 2i.
Solucion:

z=(2-2i)p°
Expresamos 2 —2i en forma polar:
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ch
1S

-3¢
|2-2i|=y 22 +(-2) =[4+4 =8

tg(x:7:—1 — a=315" (pues estd en el 4.° cuadrante)

Por tanto:

2=(2-2F = (/8 =22, [ =/2%,. =272, -1282 . =128 2(cos135" +isen135")=
- 128\/3{—§ +i g] = -128+128i

Es decir:
2=128,/2 . =-128+128i

8. Calcula: ¥/-81

Solucion:
4/ —- wl 1855 . Al®
-81=4 81180° a] 31so°+360°k = 345°+90°k ; k=0,123
4
Las cuatro raices son:
3t b st i
45 135 225 315
B+ .
9. Calcula -y representa las soluciones.
B+
Solucion:
1120;1300
10. Halla los nimeros complejos, z que cumplen la siguiente igualdad.
Z2+64=0
SOl: 460 ’ 4180 ’ 4300
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